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RE´ALISANT UN RETOURNEMENT DE LA SPHE`RE
DANS R3 COMPREND UN HE´RISSON PORTEUR DE
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Abstract: Hedgehogs are (possibly singular and self-intersecting) hypersurfaces that
describe Minkowski differences of convex bodies in Rn+1. They are the natural
geometrical objects when one seeks to extend parts of the Brunn–Minkowski theory
to a vector space which contains convex bodies. In this paper, we prove that in every
generic path of hedgehogs performing the eversion of the sphere in R3, there exists
a hedgehog that has positive swallowtails. This study was motivated by an open
problem raised in 1985 by Langevin, Levitt, and Rosenberg [3].
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0. Introduction
En 1958, S. Smale publia un re´sultat abstrait dont une conse´quence
tout a` fait e´tonnante e´tait que n’importe quelle sphe`re de R3 peut eˆtre
retourne´e (de manie`re a` venir pre´senter sa face interne vers l’exte´rieur)
au moyen d’une homotopie re´gulie`re [10]. La de´monstration de Smale
permettait de comprendre pourquoi un tel retournement est possible,
mais elle ne permettait pas d’imaginer une proce´dure effective pour le
re´aliser concre`tement. A. Shapiro fut le premier en 1961 a` concevoir
une proce´dure permettant de re´aliser effectivement un tel retournement.
L’ide´e de Shapiro consistait a` transformer la sphe`re en un reveˆtement
a` deux feuillets de la surface de Boy (qui est un plan projectif immerge´
admettant un axe de syme´trie ternaire) par une homotopie re´gulie`re,
puis a` e´changer les deux feuillets au travers de cette surface de Boy.
Shapiro communiqua cette ide´e a` B. Morin [2] mais ne la publia pas. Il
fallut attendre 1966 et un article de A. Phillips dans la revue Scientific
American pour disposer des premie`res illustrations du retournement de
la sphe`re imagine´ par Shapiro [9].
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Dans cet article, nous nous inte´ressons encore au retournement de
la sphe`re dans R3 mais en changeant les re`gles du jeu. Nous n’exige-
rons plus que l’homotopie soit re´gulie`re mais nous exigerons en revanche
que toutes les surfaces interme´diaires (dont certaines seront singulie`res)
soient parame´tre´es par leur application de Gauss. De telles immersions
(e´ventuellement singulie`res) de la sphe`re dans R3 sont appele´es he´rissons
de R3 [3]. La question qui fera l’objet de notre e´tude sera de comprendre
quelles sont les singularite´s qui sont ine´vitables lors d’un retournement
de la sphe`re selon un chemin ge´ne´rique de he´rissons.
Dans la section 1, nous rappellerons brie`vement la notion de he´risson
et nous pre´senterons le re´sultat principal : Tout chemin ge´ne´rique de
he´rissons re´alisant un retournement de la sphe`re dans R3 comprend un
he´risson porteur de queues d’aronde positives. La section 2 sera consacre´e
aux singularite´s et me´tamorphoses ge´ne´riques des he´rissons de R3 et a`
la pre´sentation du proble`me ouvert qui a motive´ cette e´tude : Existe-t-il
un mode`le he´risson du plan projectif re´el dont le lieu singulier est re´duit
a` des areˆtes de rebroussement immerge´es (i.e. sans queues d’aronde) ?
(Langevin–Levitt–Rosenberg, 1985 [3]). La section 3 sera consacre´e a`
la pre´sentation des outils qui permettront la de´monstration du re´sultat
principal dans la section 4. La clef de la de´monstration sera une notion
d’indice lie´e a` la ge´ome´trie extrinse`que des he´rissons et a` la notion de
coorientation absolue qui lui sera attache´e. Pour finir, nous pre´senterons
dans la section 5 un retournement ge´ne´rique et un mode`le he´risson du
plan projectif dont toutes les singularite´s sont ge´ne´riques.
1. Rappels et pre´sentation du re´sultat principal
Les (hypersurfaces) he´rissons de Rn+1, n ∈ N∗, ont e´te´ introduit(e)s
par Langevin, Levitt et Rosenberg comme des enveloppes parame´tre´es
par leur application de Gauss [3]. A` toute fonction h ∈ C∞(Sn;R), on
associe l’enveloppe de la famille d’hyperplans d’e´quation 〈x, u〉 = h(u),
ou` 〈., .〉 de´signe le produit scalaire usuel sur Rn+1. Cette enveloppe est
note´e Hh et appele´e he´risson de fonction support h. Elle admet pour
parame´trisation l’application
xh : S
n → Rn+1
u 7→ (∇h)(u) + h(u)u,
qui peut eˆtre vue comme la re´ciproque de son application de Gauss :
en tout point re´gulier xh(u) de Hh, le vecteur u est normal a` Hh [3],
(cf. figure 1).
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Le he´risson Hh := xh(S
n) peut bien suˆr pre´senter des singularite´s
ou des auto-intersections. Il repre´sente n’importe quelle diffe´rence for-
melle K − L de deux corps convexes K, L de Rn+1 dont les fonctions
de support respectives k et l sont C∞ et telles que h = k − l. Effec-
tuer la diffe´rence K − L pour obtenir le he´risson Hh revient simple-
ment a` associer a` tout u ∈ Sn, la diffe´rence xh(u) := xk(u) − xl(u) des
points xk(u) ∈ ∂K et xl(u) ∈ ∂L en lesquels u est le vecteur normal
sortant (cf. figure 2).
0
Hh
h (u) u
u
xh (u)
h (θ) = cos (2θ)
Figure 1. He´risson Hh parame´tre´ par xh.
0
HhK
L
x
y z := x− y
0 0
Figure 2. He´risson diffe´rence de deux corps convexes
K,L ∈ R2.
Les he´rissons sont les objets ge´ome´triques les plus naturels quand on
cherche a` e´tendre certaines parties de la the´orie de Brunn–Minkowski a`
des espaces vectoriels contenant les corps convexes (ici de fonction de
support C∞) [3, 7].
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Comme nous le rappellerons plus loin, les he´rissons sont des fronts
d’onde au sens de la ge´ome´trie de contact. Ils n’admettent donc que des
singularite´s de Legendre. En particulier, les singularite´s ge´ne´riques des
he´rissons de R3 sont des areˆtes de rebroussement et des queues d’aronde
(cf. figure 3). Le signe de la courbure de Gauss est constant sur les parties
re´gulie`res du he´risson [3]. Il permet de distinguer deux types de queues
d’aronde : une queue d’aronde est dite positive (resp. ne´gative) si la
courbure de Gauss est > 0 (resp. < 0) sur la partie en forme de queue
qui la jouxte, c’est-a`-dire si la courbe de points doubles issue de la queue
d’aronde se situe au voisinage de la queue dans la re´gion hyperbolique
(resp. elliptique) jouxtant l’areˆte (cf. figure 3). Nous de´signerons par H3
l’espace vectoriel des he´rissons (de fonction de support C∞) de R3 :
il s’identifie a` C∞(S2;R) si l’on identifie tout he´risson Hh ⊂ R
3 a` sa
fonction de support h ∈ C∞(S2;R).
L’e´tude des 5 me´tamorphoses ge´ne´riques des he´rissons de R3 (cf. fi-
gure 4) permet d’affirmer que si un chemin ge´ne´rique de he´rissons
γ : [0, 1] → H3, t 7→ Hht re´alise un retournement de la sphe`re S
2 (ou
plus ge´ne´ralement d’une surface convexe ferme´e de R3), alors il existe
des valeurs de t ∈ ]0, 1[ pour lequelles Hht porte au moins une paire de
queues d’aronde. Elle nous permet en outre d’affirmer que lorsque t croˆıt
continuˆment de 0 a` 1, les “premie`res” queues d’aronde qui apparaissent
sont ne´cessairement des queues d’aronde ne´gatives. Mais rien n’indique
a priori qu’un tel chemin ge´ne´rique γ : [0, 1] → H3, t 7→ Hht comprend
ne´cessairement un he´risson Hht porteur de queues d’aronde positives.
Le principal but de cet article est pre´cise´ment d’e´tablir l’existence d’un
tel Hht .
The´ore`me. Si un chemin ge´ne´rique de he´rissons γ : [0, 1] → H3, t 7→
Hht re´alise un retournement de la sphe`re S
2 (autrement dit, si Hh0
et Hh1 ont la sphe`re S
2 pour re´alisation ge´ome´trique commune mais sont
dote´s de coorientations oppose´es), alors il existe un t ∈ ]0, 1[ pour lequel
le he´risson Hht porte au moins une paire de queues d’aronde positives.
Un exemple simple de retournement ge´ne´rique sera pre´sente´ dans la
dernie`re section (voir la figure 6). Il convient de rappeler ici que tout
he´risson Hh = xh(S
2) de R3 est muni d’une coorientation (ou orienta-
tion transverse) pour laquelle : en tout point re´gulier xh(u) de Hh, la
normale est oriente´e par le vecteur sgn[Rh(u)]u, ou` sgn est la fonction
signe et Rh(u) l’inverse Kh(u)
−1 de la courbure de Gauss Kh(u) de Hh
en xh(u). Pour tout h ∈ C
∞(S2;R), Hh et le he´risson Hh˜ de fonction de
support h˜ : S2→R, u 7→−h(−u) ont meˆme re´alisation ge´ome´trique xh(S
2)
mais sont dote´s de coorientations oppose´es. En effet, on a x
h˜
(−u)=xh(u)
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pour tout u∈S2. Un retournement d’un he´risson Hh= xh(S
2) dans H3
est donc la donne´e d’un chemin γ : [0, 1]→H3, t 7→Hht tel que Hh0 =Hh
et Hh1 =Hh˜. Dans le cas d’un retournement de la sphe`re S
2, h0 et h1
seront simplement les fonctions constantes e´gales a` −1 et +1 sur S2.
2. Singularite´s et me´tamorphoses ge´ne´riques
des he´rissons
De´signons par (u1, . . . , un+1;x1, . . . , xn+1) les fonctions coordonne´es
sur (Rn+1)2. La restriction a` Sn×Rn+1 de la 1-forme de´finie sur (Rn+1)2
par ω =
∑n+1
i=1 ui dxi, de´finit une structure de contact qui fait de pi : S
n×
Rn+1→Rn+1, (u, x) 7→ x une fibration de Legendre. Comme les xh : S
n→
Rn+1 forment un ouvert dense parmi les applications de Legendre de
ce fibre´ [4], les travaux d’Arnold [1] permettent de classifier leurs sin-
gularite´s ge´ne´riques pour tout n ≤ 5. En particulier, les singularite´s
ge´ne´riques des he´rissons de R3 sont des areˆtes de rebroussement et des
queues d’aronde. Les queues d’aronde sont des points porte´s par les
areˆtes de rebroussement : en ces points, les areˆtes de rebroussement ne
sont plus immerge´es dans R3 mais pre´sentent elles-meˆmes un rebrousse-
ment (cf. figure 3). Plus pre´cise´ment, il existe un ouvert dense U pour la
topologie C4 tel que : pour tout h ∈ U , les singularite´s de Hh sont toutes
e´quivalentes a` l’un des trois mode`les de singularite´s repre´sente´s a` la fi-
gure 3 [4]. Re´gions elliptiques et re´gions hyperboliques d’un he´rissonHh,
(h ∈ U), sont se´pare´es par ses areˆtes de rebroussement (figure 3(a)) et la
courbure de Gauss de Hh est infinie sur celles-ci. On distingue ainsi deux
types de queues d’aronde, respectivement dites positives (figure 3(b)) ou
ne´gatives (figure 3(c)), selon que le signe de la courbure de Gauss sur la
partie en forme de queue est positif ou ne´gatif. En d’autres termes, une
queue d’aronde est dite positive (resp. ne´gative) si la courbe de points
doubles qui en est issue se situe au voisinage de la queue d’aronde dans
la re´gion hyperbolique (resp. elliptique) jouxtant l’areˆte.
(a) (b) (c)
Figure 3. Areˆte de rebroussement (a), queues d’aron-
de positive (b) et ne´gative (c).
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Soit S la sphe`re S2 (ou n’importe quelle surface convexe de R3)
et soit f sa fonction de support. Le he´risson de fonction de support
f˜(u) = −f(−u) et le he´rissonHf admettent la surface S pour re´alisation
ge´ome´trique commune mais sont dote´s de coorientations oppose´es. Le
chemin de he´rissons γ : [0, 1]→ H3, t 7→ Hht = tHf +(1−t)Hf˜ peut eˆtre
rendu ge´ne´rique, de telle sorte que lorsque t de´crit continuˆment [0, 1], les
modifications qualitatives des singularite´s de Hht soient toutes de l’un
des 5 types de´crits par Arnold [1] comme me´tamorphoses ge´ne´riques de
fronts d’onde (figure 4). Dans la suite, γ : [0, 1]→ H3, t 7→ Hht de´signera
n’importe quel chemin ge´ne´rique de he´rissons joignant Hf a` Hf˜ .
1 2 3 4 5
Figure 4. Les 5 types de me´tamorphoses ge´ne´riques
de fronts d’onde (extrait de [1]).
Le but de notre e´tude est donc d’e´tablir l’existence d’un t ∈ [0, 1]
pour lequel le he´rissonHht porte au moins une paire de queues d’aronde
positives. Cette e´tude a e´te´ en grande partie motive´e par le proble`me
des queues d’aronde (cf. ci-dessous) qui fut souleve´ par R. Langevin,
G. Levitt et H. Rosenberg dans [3]. Rappelons qu’un he´risson Hh ⊂
R3 est dit projectif lorsque sa fonction de support h est antisyme´trique
sur S2 (i.e., telle que h(−u) = −h(u) pour tout u ∈ S2) et donc sa
parame´trisation xh : S
2 → R telle que xh(u) = xh(−u) pour tout u ∈ S
2
(de sorte que xh peut alors eˆtre de´finie sur le plan projectif re´el RP
2 =
S2/antipodie).
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Le proble`me des queues d’aronde.
Proble`me ouvert (Langevin–Levitt–Rosenberg, 1985). Existe-t-il un
he´risson projectif Hh de R
3 dont le lieu singulier est re´duit a` des areˆtes
de rebroussement immerge´es (i.e. sans queues d’aronde) ?
Rappelons a` ce sujet le re´sultat suivant [3] :
Proposition. Pour tout h ∈ U , nous avons :
r+ − r− −
q+ − q−
2
= 1,
ou` r+ (resp. r−) de´signe le nombre de re´gions elliptiques (resp. hyperbo-
liques) de Hh et q+ (resp. q−) le nombre de ses queues d’aronde positives
(resp. ne´gatives).
Pour e´tablir ce re´sultat, les auteurs conside`rent un chemin ge´ne´rique
de he´rissons reliant Hh a` un he´risson re´gulier (et donc convexe) et ob-
servent que la valeur de r+−r−−(q+−q−)/2 reste inchange´e lors de n’im-
porte laquelle des 5 me´tamorphoses ge´ne´riques. Pour une preuve n’uti-
lisant pas les me´tamorphoses ge´ne´riques des fronts d’onde, on pourra
consulter [6].
3. Un nouvel indice est la clef du proble`me
Notre preuve repose sur une notion d’indice re´cemment introduite
dans [8] :
De´finition. Soit h ∈ C∞(S2;R). Pour tout x ∈ R3, on de´finit hx ∈
C∞(S2;R) par hx(u) := h(u) − 〈x, u〉, (u ∈ S
2) : hx(u) peut eˆtre in-
terpre´te´ comme la distance signe´e du plan support cooriente´ par u au
point x. Pour tout x ∈ R3−Hh, on de´finit l’indice jh(x) de x par rapport
a` Hh par :
jh(x) := 1− ch(x),
ou` ch(x) est le nombre de composantes connexes de h
−1
x ({0}) ⊂ S
2, c’est-
a`-dire le nombre de courbes sphe´riques forme´es des points u ∈ S2 tels
que le plan support en xh(u) passe par x.
Rappelons que l’indice jh(x) de x par rapport a` Hh reste constant sur
toute composante connexe de R3 − Hh [8]. L’indice j joue dans R
3 un
roˆle analogue au roˆle joue´ dans R2 par l’indice i (l’indice ih(x) de x par
rapport a` Hh ⊂ R
2 − {x} peut eˆtre de´fini comme le nombre alge´brique
de tours que Hh = xh(S
1) fait autour du point x). Rappelons que cet
indice i ve´rifie la relation suivante pour tout x ∈ R2 −Hh [5] :
ih(x) = 1−
1
2
nh(x),
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ou` nh(x) est le nombre de droites support cooriente´es de Hh passant
par x, c’est-a`-dire le nombre de ze´ros de
hx : S
1 → R, u(θ) := (cos θ, sin θ) 7−→ h(u(θ))− 〈x, u(θ)〉.
L’orientation transverse “absolue”. Pour tout h ∈ C∞(S2;R), l’in-
dice jh permet de doter le he´risson Hh d’une nouvelle notion de coorien-
tation (ou orientation transverse) que nous qualifierons d’absolue : pour
tout u ∈ S2 tel que xh(u) est un point simple et re´gulier de Hh, la droite
normale a` Hh en xh(u) sera oriente´e dans le sens des jh(x) de´croissants.
Sauf mention explicite du contraire, nous conside´rerons de´sormais tout
he´risson Hh de R
3 muni de cette coorientation absolue. Par opposition
a` cette coorientation absolue, nous qualifierons la coorientation de´finie
pre´ce´demment de relative (sous entendu au choix de h ou de h˜ comme
fonction de support).
Il est important de noter que la coorientation absolue de Hh peut
s’inverser lorsque l’on traverse une courbe d’auto-intersection de Hh. Le
point fondamental de notre de´monstration sera qu’une telle inversion de
la coorientation ne pourra se produire que le long d’une courbe de points
doubles hyperboliques. Si xh(u) est un point simple et re´gulier de Hh,
on de´finit εh(u) ∈ {−1, 1} de telle sorte que le vecteur unitaire
νh(u) = εh(u) sgn[Rh(u)]u
dirige la normale a` Hh (muni de sa coorientation absolue) en xh(u). Rap-
pelons que Rh(u) de´signe la fonction de courbure de Hh en xh(u). Par
conse´quent, εh(u) = 1 (resp. εh(u) = −1) si le vecteur normal νh(u) cor-
respond (resp. ne correspond pas) a` la coorientation relative du he´risson
Hh = xh(S
2) en xh(u). Si xh(u) n’est pas un point simple et re´gulier de
Hh, alors on pose εh(u) = 0.
Lorsque xh(u) est un point elliptique deHh, c’est-a`-dire tel queRh(u)>
0, le sens du vecteur normal νh(u) est donne´ par le sens de la concavite´
de Hh en xh(u) [8] : il pointe du coˆte´ de Hh dans lequel se situe le plan
tangent au voisinage de xh(u). Le signe de εh ne change donc pas sur
l’image sphe´rique Ω d’une re´gion elliptique xh(Ω). Dans le cas de l’image
sphe´rique Ω d’une re´gion hyperbolique xh(Ω), il en va tout autrement :
le signe de εh peut alors s’inverser quand on traverse l’image sphe´rique
d’une courbe de points doubles hyperboliques comme le montre l’exemple
du he´risson de fonction de support h(x, y, z) := x(x2 − 3y2) + 2z3, ou`
(x, y, z) ∈ S2 ⊂ R3 (cf. figure 5). Il s’agit ici d’un he´risson projectif.
Dans cet exemple, ou` les points de xh(S
2) apparaissant comme doubles
sont en fait quadruples, l’indice jh(x) est e´gal a` −2 pour tout x d’une
composante connexe borne´e de R3 −Hh (et naturellement e´gal a` 0 pour
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tout x de la composante connexe non borne´e). Par conse´quent, le signe
de εh s’inverse quand on traverse l’image sphe´rique de n’importe laquelle
des courbes de points doubles hyperboliques. Lorsque le signe de εh s’in-
verse quand on traverse l’image sphe´rique d’une courbe donne´e de points
doubles hyperboliques, nous dirons de cette courbe qu’elle est une courbe
d’inversion de la coorientation deHh. Cette notion de courbe d’inversion
de la coorientation permet de distinguer deux types de queues d’arondes
positives : celles dont est issue une courbe d’inversion de la coorientation
de Hh et les autres. La nature d’une queue d’aronde positive est en fait
fonction de la position qu’elle occupe par rapport a` la re´gion hyperbo-
lique de Hh qui la jouxte. De´coupons sur un he´risson Hh, le voisinage
d’une queue d’aronde positive tel que celui qui est repre´sente´ a` la fi-
gure 3(b). La courbe de points doubles partage cette portion de Hh en
deux parties : une partie A en forme de queue et une partie B qui n’est
constitue´e que de points hyperboliques. La partie B a deux coˆte´s : celui
de A et le coˆte´ oppose´. Si l’indice jh de´croˆıt lorsqu’on traverse B (hors la
courbe de points doubles) en direction de A, il apparaˆıt que la courbe de
points doubles hyperboliques n’est pas une courbe d’inversion de la co-
orientation deHh. Par contre, si jh croˆıt lors d’une telle traverse´e, alors il
apparaˆıt que la courbe de points doubles est bien une courbe d’inversion
de la coorientation de Hh. Pour ces raisons, nous dirons qu’une queue
d’aronde positive est sortante (resp. rentrante) si la courbe de points
doubles qui en est issue est (resp. n’est pas) une courbe d’inversion de
la coorientation de Hh. Dans l’exemple conside´re´ (figure 5), toutes les
queues d’aronde positives sont sortantes.
Figure 5. Hh, ou` h(x, y, z) := x(x
2 − 3y2) + 2z3.
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4. La de´monstration
De´monstration du the´ore`me: Conside´rons un chemin ge´ne´rique de he´-
rissons γ : [0, 1]→ H3, t 7→ Hht re´alisant un retournement de la sphe`re,
ou plus ge´ne´ralement d’une surface convexe S, dans R3 : Hh0 = Hf et
Hh1 = Hf˜ , ou` f est la fonction de support de S . Comme la fonction εht
est constante e´gale a` 1 (resp. −1) pour t = 0 (resp. t = 1), il existe
ne´cessairement des valeurs de t ∈ ]0, 1[ pour lesquelles les courbes sur
lesquelles εht change de signe disconnectent S
2. Or, l’e´tude conjointe des
me´tamorphoses ge´ne´riques des he´rissons de R3 et de la coorientation
absolue nous permet d’affirmer que :
1. Les courbes d’inversion de la coorientation sont des courbes de
points doubles hyperboliques ;
2. Lorsque t croˆıt continuˆment de 0 a` 1, une telle courbe d’inversion de
la coorientation ne peut apparaˆıtre que dans deux cas de figure : si
deux re´gions hyperboliques de Hht entrent en contact a` un instant
t ou s’il apparaˆıt sur Hht une paire de queues d’aronde positives
sortantes.
Or, si deux re´gions hyperboliques de Hht entrent en contact a` l’ins-
tant t, cela ne peut eˆtre qu’en l’image commune par xht de deux points
antipodaux −u et u de S2 : xht(−u) = xht(u). Mais dans ce cas, on
a ne´cessairement εht(−u) = −εht(u) 6= 0, ce qui suppose qu’il existait
de´ja` une courbe disconnectant S2 sur laquelle εht change de signe. Par
conse´quent, lorsque t croˆıt continuˆment de 0 a` 1, la premie`re apparition
d’une courbe d’inversion de la coorientation de Hht est ne´cessairement
concomitante a` l’appartion d’une paire de queues d’aronde positives sor-
tantes, ce qui de´montre le the´ore`me.
5. Comple´ments
La figure 6 de´crit le retournement ge´ne´rique le plus simple que l’on
puisse imaginer. Il est donne´ par le chemin de he´rissons (ht)t∈[0,1] de´fini
par :
ht(x, y, z) := t
√
x2 + y2 + 3z2 − (1 − t)
√
3x2 + y2 + z2.
Ce chemin de he´rissons syme´triques par rapport a` l’origine relie deux
ellipso¨ıdes dote´s de coorientations oppose´es. La figure se lit de gauche a`
droite et de haut en bas. On part du premier ellipso¨ıde. Deux paires de
queues d’aronde ne´gatives naissent selon des me´tamorphoses de type 1
(cf. figure 4). Elles e´voluent et meurent selon des me´tamorphoses de
type 2 pour arriver au dernier he´risson de la premie`re ligne. Celui-ci
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comprend une re´gion hyperbolique en forme d’anneau et deux re´gions
elliptiques. Ensuite, deux paires de queues d’aronde positives naissent se-
lon des me´tamorphoses de type 1 et e´voluent pour aboutir au “he´risson
central” lors de me´tamorphoses de type 4. La seconde moitie´ du retour-
nement consite simplement a` passer de ce he´risson central au second el-
lipso¨ıde par des ope´rations inverses de celles qui viennent d’eˆtre de´crites.
Figure 6. Un retournement ge´ne´rique.
Pour finir, indiquons comment il est possible de de´former le he´risson
projectif repre´sente´ a` la figure 5 pour obtenir un he´risson projectif ne
portant que des singularite´s ge´ne´riques. Comme la surface romaine de
Steiner, le he´risson projectif repre´sente´ a` la figure 5 admet un axe de
syme´trie ternaire et trois courbes d’auto-intersection dont les extre´mite´s
sont trois queues d’arondes positives et trois singularite´s de type D4
(cf. la figure centrale de la me´tamorphose de type 4). Bien suˆr, tous
ces nombres doivent eˆtre double´s si l’on conside`re que ce he´risson pro-
jectif est couvert deux fois. L’ide´e est naturellement de re´aliser une
me´tamorphose de type 4 tout en conservant l’axe de syme´trie ternai-
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re pour obtenir un he´risson projectif ge´ne´rique porteur d’exactement
6 queues d’aronde positives. Cela peut par exemple eˆtre re´alise´ a` l’aide
de la perturbation
h(x, y, z) :=x(x2 − 3y2) + 2z3 + 2y(y2 − 3x2)z2, ou` (x, y, z) ∈ S2 ⊂ R3.
Figure 7. Deux vues de ce he´risson projectif ge´ne´rique.
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